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cédents  I:lupp()sent  la  continuité  des  fonctions.  Mais  nous  ne  nous 
occuperons  pas  ici  des  problèmes  du  mouvement  visqueux inerte, 
considérant  que  dans  un  cas  beaucoup  plus  simple - dans  l'Hy-
drodynamique  des  liquides  visqueux -. les  recherches  analogues 
sont  à  peine  abordées  et,  jusqu'à présent,  n'ont  fourni  que  des  ré-
sultats  très  insuffisants. 
14.  M.  MARIE  SMOLUCHOWSKL  Przyczynek do teoryi endosmozy elektry-
cznej  i  niekt6rych zjawisk pokrewnych.  (Contl''Îb~ttion à  la théol'ie 
de l'enllosmose éleotJ"ique et (le qttel(Jltes phénonû3nes cOl'l'élat'ifs). 
Mémoire  présenté par M.  Lad.  Natanson  m.  t. 
§  1.  Nous  avons  été  amenés  à c(3tte  étude par une question con-
cernant la  stabilité  des solutions colloïdales  et  des milieux troubles: 
il  s'agissait  notamment  de  savoir  si  la théorie 1)  qui  explique  cette 
stabilité  par  des  forces  semblables  à  celles. qui  produisent  l'endos-
mose  électrique  et  les  courants  diaphragmatiques,  pouvait  être jus-
tifiée.  Dans  ce  but,  il  fallut  d'abord  généraliser la théorie  de  ces 
phénomènes,  développée par Hel  m h 0 l t z 2)  pour le cas spécial d'un 
liquide  contenu  dans  un "tube  Poiseuille. Nous croyons que cette 
extension  de  la théorie  en  guestion,  pour  le  cas  général,  présente 
en  soi-même  quelque  intérêt  d'autant' plus  que -- comme  nous  le 
verrons plus loin -- les expériences fondamentales de W i e d e man  n 
et  Qui  n c k e  dépassaient  déjà  les  conditions  011  le  calcul  primitif 
de  Hel  m h 0 l t z  est  applicable. 
Oe  qui  nous  paraît aussi  intéressant  c'est  la comparaison  avec 
la théorie  rivale  de  Lam b B),  basée  sur des  hypothèses  simplifiées, 
mais  un peu  différentes.  Toutes  les deux donnent des résultats tout-
à-fait  analogues  dans le cas des  tubes  Po i s e u i Il e,  mais  on aurait 
pu croire qae le cas général présenterait une différence qui permettrait 
d'arriver  ù,  une  conclusion.  Les  résultats  définitifs  démentent pour-
tant  cet  espoir:  cal'  l'analogie  subsiste  toujours;  au  point  de  vue 
')  Proposée par .r. J. 'l'homson  et M.  Hardy:  Proc. Roy.  Soc.  66,  p. 12il (1900). 
2)  Wiedem.  Ann.?, p.  HS?  (18?9);  Ges.  Abhandlg'.  l,  p.  855. 
a)  Philos  .. Mag.  25,  p.  52  (1888);  elle  u'est  pas  mentionnée  dans  le  résumé, 
assez  bon,  des  phénomènes  analogues daus  Winkelmann Handb. III,  1,  p.49il, 
et  je  n'en  ai  Bll  coumtÏssance  qu'après  avoir  trouvé les résultats exposés ci:'dessns. 183 
mathématique,  on  pourrait  même  considérer  la  théorie  de  Lam b 
cOmme  une  spécialisation  de  notre  calcul.· 
Tel  est l'objet  principal  de  ce  travail.  Nous  y  ajouterons  quel-
ques  considérations  sur  le  problème  mentionné  au  commencement, 
et  sur  quelques  autres  phénomènes  qui  sont  en  conne),.'"Îon  avec 
cette  théorie. 
§  2.  On  désigne  par  endosmose  électrique un phénomène connu 
depuis  longt~mps, étudié surtout par W i e de man  n  et  Fr  e und  1): 
le  passage  d'un  liquide  pu,r  un  diaphragme,  ou  bien  par  des  tubes 
étroits,  des  fentes  etc.,  par  suite  d'un  courant électrique qui circule 
dans  la  même  direction 2)  ou  dans  la  direction  inverse. 
Si le  passage  du liquide  est interrompu,  le vaisseau  étant fermé, 
il s'y  établit  une  différence  de  pression:  ag'l'andissement  à  la  ca-, 
thode,  diminution  à  l'anode,  que  nous  appellerons  pression  électro-
osmotique.·  Le  phénomène  inverse,  qui  sera  appelé  (lourant  dia-
phragmatique,  consiste  dans  la production  d'une  différence  de po-
tentiel  (respectivement  d'un  courant électrique)  par suite du passage 
dU:  liquide  par  des  diaphragmes,  tubes  etc.,  causé  par la pression 
extérieure. 
Oes  phénomènes  ont  été  expliqués  par  Quincke,  en  considé-
rant la réaction  entre le  mouvement  mécanique  du  liquide  et  les 
couches  électriques,  étendues  sur les  parois  du  vaisseau.  Dans  le 
premier  cas,  la partie positive  des  couches,  du  côté  de l'électrolyte 
liquide,  mise  en  mouvement  par  l'influence  du  champ  électrique 
extérieur,  entraîne le  liquide;  dans  le  cas  inverse,  le  mouvement 
de  cette  couche  produit  un  courant électrique  de  convection. 
En effet,  le calcul de  li  el  m h 0 l t z,  qui  s'applique au mécanisme 
de  ces  phénomènes  dans  des  tubes  réguliers,  à  section  circulaire 
et  satisfaisant  à  la formule  d'écoulement  de  Po  i s e u i Il  e,  est  en 
accord parfait 11vec les mesures analogues  de  Q u in c k e  et Do rn  8), 
en  ce  qui  concerne  leur  dépendance  des  dimensions  des  tubes,  des 
pressions - respectivement  des  forces  électromotriees  ..  et  de  la 
conductibilité électrique  du  liquide.  Oet  accord,  cependant,  est  l,ié 
I)Wiedemann,  Pogg.  Ann.  87,  p.  1>21  (1852);  Freund,  Wied.  Ann.  7,  p.  53 
(1879). 
,2)  Les  directious  sont identiques  pour  l'eau et  1eR  électrolytes,  inverses p.  ex. 
ponr l'huile  de  térébenthine  en  contact  avec  du  soufre. 
3)  Qllincke,  PDg·g. Anll.  113,  p.  51H  (1861);  107  p.  1 (1859),  110 p.  38 (1860); 
Dom,  Wied.  Ann.  9,  p.  513  (188U);  10  p.  46  (1880). 184 
à  la  validité· de  la loi  de  Po i El e li  i Il e,  et  les  tu  bp.s  plus  larges, 
qui  n'y obéissent  plus,  comme  ceux  de  0 l al' k . et  de  E dl und  1), 
s'écartent  tout-à-fa,it  des formules  de  Hel  m h 0 l t z.  Par conséquent, 
il nous  semble  fort  risqué  d'appliquer  les  mêmes  calculs  aux dia-
phragmes  d'argile  de  Wiedemann (et  Freund), qui  sont  Con-
sidérés par Hel  m ho l t z comme un système de tubes Po  i s e u i Il  e. 2). 
Leur  structure  ressemble  certainement  plutôt  à  celle  d'un  tas 
de  petits  grains,  dont  les  pores  ont  une  forme  très irrégulière:  peu 
senlblable  aux  tubes  Po i se u i 11 e;  et  ceci  s'applique  d'autant plus 
aux  diaphragmes  de  Q  1.1 in c k e,  formés  de  sable,  de  soufre  ou  de 
laque  pulvérisés,  de  retaille  d'ivoire,  d'étoffes  de  soie  etc.  L'appli-
cation  à  priori  des  résultats  de  H el m h 0 l t z  n'est  pas  justifiée 
dans  ces  cas.  La  généralisation  indispensable  de  sa  théorie  peut 
être  effectuée  de  la  manière  suivante. 
§  3.  Lorsque  le liquide  est à l'état normal:  en repos,  le potentiel 
. électrique  cp,  qui  correspond  à  l'action  des  couches  superficielles, 
aura  une  valeur  constante  CPi  à  l'intérieur  du  liquide,  et  la valeur 
constante  CPa  à  l'intérieur  des  parois; il varie  bJ:usquement  dans les 
couches  de  passage,  d'épaisseur 0,  dans  la  direction  de  la normale, 
mais  reste  constant dans  la direction des tangentes.  Par conséquent, 
la  densité  électrique 
1  f) Zcp 
e----- - 4n 2n2  ,. 
positive  du  côté  de  l'eau,  négative de  l'autre côté,  est une grandeur 
de  l'ordre  :". 
Lorsqu'il  y  aura  un  champ  électrique  extérieur,  défini  par le 
potentiel  m,  le  potentiel  total  correspondra àja superposition: . 
. U =  cp + m. 
Puisque  les  foœes  mécaniques  qui  en  résultent produisent un mou-
1)  Clark,  Wied.  Ann.  2  p.  335  (1877);  Edlnnd,  Wieù.  Ann.  1  p.  184 (1877). 
2)  Le fait qu'ils laissent passer un volnme de liquide  proportionnel à la pression 
active,  ne  prouve. rien  autre que ceci,  c'est qn'on a à faire à un mouvement n1ent\', 
où  les  équations 
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vement tangentiel,' il faudrait  y  ajol1ter  encore,pour être ,exact,  un 
troisième  terme  T~ pour  rendre  compte  de  la  modification des  C0l1-
ches  de  passage  qui  se  produit par ce mouvement.  Nous  nous  bor-
nerons  cependant  à  l'étude des  'mouvements  "lents"  où  l'on  peut 
négliger  cette  réaction  du, phénomène  secondaire  sur le phénomène 
primaire,  en  comparaison  avec  cp  et  (1).  Dans  ce  cas,  on  peut  né-
gliger  aussi  l'inertie  du  liquide,  et  les  équations  de  l'R  ydrodyna-
mi que,  eu  égard  aux  forces" mécaniques  -, ev u..  seront: 
9p'  ,  0  ,9U 
, --=  ~~L.1·u - e-- 9x  '  2x 
9p  , ~~L.12v_89U 
9y  2y 
(1) 
2·  '.  9U  ....J2  =  1~L.12w - e-
2z  ~  dZ 
.  9  (1)  . 
Les  facteurs  e-
2x 
etc.  feront naître le mouvement  du liquide,  tandis 
que  les  facteurs  e ~: ne, serviront. qu'à  produire  une  pression  uni-
for:me  dans  chaque  couche  individuelle.  Pour  éliminer  cette  partie 
des  forces,  qu.i  ne  nous  intéresse  pas,  introduisons  une  grandeur 
définie  [en  désignant la distance  normale  par  ~]  par 
, p_p_(~e9~ds=p  __ !:..-(dCP)21°· 
.  Ja  9s  '  8n  9s  S 
Par conséquent,  on  aura: 
,9P  9p  9cp 
9s =9't - e 9s 
(2) 
(3) 
et  d'autre part"  en  supposant  ;  et  17  dirigés  dans  les directions tan-
gentes,  p.  ex.  des  lignes  de  courbure: 
9P  9p  1  9cp  92cp 
9t= 9;-4n 9s  9;9s;, 
,  ~ 
puisque ,partout  9r  est  égal à,  zéro,  à  cause . de  l'uniformité  de  la 
couche,  ce  résultat, se  simplifie  et  devient: 
2P,'  9p  ~9P  ,  9p 
9; =  2; i  et  de  meme  9'Yj =  &17 .  (4) 186 
En  appliquant les  équations  (1)  aux  directions  ;,  g,  17,  on  aura le 
système: 
(5) 
~P  2(f) 
~ç  =.u,12V~-8él; 
élP  2(f) 
élS  =  .u,12v~ - 8  élS 
9P  2(f) 
-=!tL\2v --8-
917  '1  917 
Pour  mettre mieux  en  évidence  la signification  de  P,  dérivons  les 
équations  (5)  par  rapport  à  ~,  S,  17,  ce:qui donne,  eu  égard  à  la 
condition  d'incompressibilité  et  à  l'équation  ,12 (/)  =  0: 
(6) 
tandis  qu'en  opérant  d'une  manière  analogue  sur  les  équations  (1) 
on  aurait 
(7)  .  ~ e (2cp  é)(/)) 
.1
2 
P = - 9  ~  2~ +  éJ~  . 
P  .  l  dé'  é  ~(/) d'  J.' l  1!  d  UlSq ue  a  l'IVe  ~ç .  eV1ent  Ztlro  a  a  surlace  es  parOlS  1S0-
lantes,  le  courant  électrique  ayant une  direction  tangente,  elle aura 
une  valeur  de  l'ordre a dans  la couche  de  passage.  Nous  en  con-
cluons  ceci:  en  dehors  de  la couche,  P  est  identique  à  la pression 
hydraulique  p;  mais,  tandis  que  p  subit  une  variation  brusque 
(de  l'ordre  J2)  dans  ces  couches,  ~t  cause  de  la pression  électro-
statique,  la grandeur  P  en  est  approximativement  dépourvue;  il  y 
reste  seulement  les  termes  d'ordre plus  petit  qui  ne  peuvent  pro-
duire  que  des  différences  finies' de  P  dans  les' divers  points  de  la 
couche. 
§  4.  Envisageons  maintenant  les  équations  (0,  2)'  (0,  3)  et  re-
9(/)  2  (/)  . 
marquons  que  les  forces  tangentes  ::l[:'" sont  finies,  par  consé-
e!:>  r:;17 
quent  les  termes  de  droite  ont  une  valeur  de l'ordre :2'  ceux  de 
gauche  sont  finis.  Donc,  en  multipliant  ces  équations  par  ~ et  en 
les  intégrant  entre les  limites  0  et a,  on fera disparaître les termes 
de  gauche: 187 
(8) 
pendant que,  du  côté  droit,  on  obtiendra  des  quantités finies  de  la 
manière  suivante: 
L'operateur  ,d2  ne  pent pas  être remplacé,  en  général,  par 
~2  ~2  ~2 
~62 + ~172 + ~r;2' 
puisque nous avons  supposé les directions des axes  ;,  17,  {;  variables, 
suivant la direction  normale à la surface.  Mais en tout cas,  le terme 
de  l'ordre  le  plus  grand,  qui  senl entre  dans ce  calcul,  puisque les 
d··  1"  .  ~2V~  (~2V?j  .  autres  Isparalssent  par  mtégratIOn,  sera  ~r?'  ou  ~r;2  respectI-
vement). Lorsqu'on  considère  que  ~;{ est  fini  dans  la distance  0, 
et que vç disparaît pour  {;  =  0,  l'intégration partielle donne par con-
séquent: 
(0 é'2vç  _  ~vç 10  (il ~vt=  (.9vç)  10  lB 
Jo  ~b'2  b' db' - b'  ~b'  0  - Jo  ~i db' = a  9b'  a  -- v~  0 = - v~  0  (9) 
Dans l'intégrale 
(0  ~(fj 
j/: 9;  r; d {; l 
l  .  .  l  9(fj  •  d  on  peut supposer  a  constance  approXImatIve  ce -9g'  ce  qUI  onne 
lieu  à  un  développement  semblable: 
(oGb'd{;=_~  (09 2cp r;d{;=CPi-CP"  (10)  Jo  4%  Jo  ~r;2  4% 
Le  résultat  définitif est  que  la vitesse  tangente,  à  la distance 0 des 
paroIs,  aura  une  valeur  finie,  notamment: 
(11) 
§  5.  Il  est  évident  que  les  lignes  de  flux  seront  approxima-
tivement parallèles aux parois;  par conséquent,  les vitesses normales 
ne peuvent  pas  excéder l'ordre  de  grandeur o,puisque le  flux tra-
versant la couche  d'épaisseur  0 suivant  une  direction tangente sera 188 
égal  au  flux  passant pal'  une  partie finie  de  la surface  suivant la 
direction  normale.  La distribution  de  ces  vitesses et de la pression 
P  sera  définie  par l'équation  de  continuité  et par  (5'1);  mais  nous 
n'en  aborderons  pas la  discussion:  puisqu'il st1ffit  poilr  ce  qui  suit 
de  savoir  que  la vitesse  normale  est  évanescente. par rarport  aux 
vitessestàngentes. 
Il est facile  maintenant  de  déterminer  la  distribution  des  vi-
tesses  dans  l'intérieur  du  liquide.,  Elles seront  définies par les équa-
tions: 
d11  'A" 
_r='~Ll-V'  dU  ~  ,  dp =  Il. ,12W'  ',1~P - 0 "  dZ  ~.,  , 
,  '  , 
et  pal'  les 'conditions  de  surface,  correspondant,  avec  omISSIOn  de 
différences 'infidment petites,  à: 
"  '  cp; -" cpa  Mj.  '  cp; - cpa d(f)  , 
v~ =  0;  v~ =  - 4nl~  d;'  V~ = -.  4n~, d11  ' 
Eu  égard  aux  propriétés  de  (f),  on  en  déduit ra  solution: 
(13) 
cp; - CPa  d(f) 
v=-----'  -', 
4nf~  dy' 
O'est  à  dire  que  les  courants  mécaniques  seront proportionnels aux 
courants électriques et auront la même direction,  si, cp;-cpa est positif. 
, Oependant, il faut restreindre  ce  résultat  en  ce qui concerne les 
électrodes  auxquelles  ce  calcul,  qui  suppose des parois  iso'lantes,  ne 
peut  être  appliqué.  D'ailleurs, il mènerait à une conclusion  absurde, 
car  il  exigerait  qu'une  quantité  cp; -',  CPa  l  dil  ll~'qlll'de  [1  clésl'gnant 
4nl~  '" 
l'intensité  dll  courant  électrique]  passe' à  travers  la  surface  des 
électrodes.  On  évite  cette  difficulté  en  superposant  un  mouvement 
corl'espondantà  une  source  du liquide CP;4  cpa  ~.  dans.  la  cathode 
n{t  A  ' 
et  un  écoulement  de  la même  quantité  dans l'anode,  avec  adhésion 
complète aux parois.  Les vitesses  et  les  pressions  qui  en résultent, 
conformément  a)lX  problèmes  ordinaires  de  l'Hydrodynamique  d'un 
fl)lide,visqueux,  seront  désignées  pal'  1601  V01W01 Po'  Donc,  le, mouve-
ment caractérisé  par: 189 
cp, - cpu  dm  v=v - .. -------. 
o  4n!t  dy' 
(14) 
satisfera  aux  équations  fondamentales,  aux  conditions  aux  limites 
pOUl'  les  parois  isolantes,  et  à  la  condition  de  repos  à  la  surface 
des  électrodes;  ce  sera  la  solution  cherchée 1). 
§  6.  Supposons  maintenant,  afin  d'introduire les  èonditions  qui 
correspondent  aux travauxexperimentàux:un vaisseau  sous  forme 
de  deux réservoirs,  dans lesquels  sont  plongées les électrodes,  avec 
un  conduit resserré quelconque  (tube ou  diaphragme)  qui  opposerait 
une  résistance  considérable  au passage  du liquide. 
Il faut  distinguer  deux  cas: 
ct)  le liquide  a  toute  liberté  d'effluer  de  l'extérieur  dans les ré-
servoirs  ou  de les quitter,  de sorte  qu'il  n'y peut l1aître aucune dif-
férence  de  pression,  ou 
P)  les  réservoirs  sont  fermés  et le  liquide  ne  peut  circuler que 
dans  l'intérieur  du  vaisseau. 
Le  premier  cas  scrvira  à  réaliser  l'endosmose  électrique:  la 
pression  Po  sera  évanescente  et  de  même  les  ua'  vo,  Wo  dans  le 
conduit.  Il n'y reste  que  les  expressions (13).  La quantité totale  du 
Hq uide  passant pal'  le  diaphragme  (dans  le  sens. du  courant  élec-
trique)  sera:  M  =  Sv" ds  où  l'inté~Tale s'étend sur tout un profil équi-
potentiel  (f)  =  con st.  dans  le  conduit,  donc: 
(15) 
Ici  a  désigne  la  conductibilité  électrique.  Dans  le  second cas, ily 
aura,  en dehors du courant mentionné,  un courant  (uo)  vo, UJo) super-
posé  en  sens  inverse,  animé  d'une  vitesse  telle  que  la  quantité 
totale  du liquide  passant  devienne  égale  à  zéro: 
')  On  pourrait se  demander  si  les  snrfaces  des  électrodes  ne  pourraient  pas 
donner  naissance  il des  mouvem~nts  tangents  comme  les  pltrDis  isolantes;  mais 
en  tont cas  la modification  dn  mouvement  qui  en  résulterait,  serait limitée  il la 
proximité  des  électrodes;  d'ailleurs,  si  les  électrodes  sont  de  bons  conducteurs, 
leur surfl1ce  sera une surface  é(lUipotentielle,  ce  qui  ne  donne  pas  lieu  il des for-
cos  tl1ugentes. 1\-10 
O  T; - - T" l  (d  =--4n/l  Il+ ) V,,"  s. 
D'autre part,  le passage  de  cette  quantité  S  VIIO  ds,  à  travers  le  dia-
phragme,  correspond à une  différence  de pression Po~ proportionnelle 
au  produit  de  cette  quantité  par  le  coefficient  de  viscosité,  c'est-
à-dire  que  la pression  cathodique  sera supérieure,  à celle qui  règne 
auprès  de  l'anode,  de  Pl  - P2  (ce  que  nous  appelons pression élec-
troosmotique): 
(16) 
Il  ("  d  Ti -- CPa CI 
Pl-P2 =  - vIt J  VU"  Il = -lii- Il. 
§  7.  Notons  d'abord le  fait  que  la  formule  générale  pour  l'en-
dosmose  électrique  (15)  est  identique  tL  celle  qui  a  été  déduite par 
Helmholtz pour  le  cas  des  tubes Poiseuille,  et  aussi  que  sa 
formule  pour  la pression  électroosmotique  est  contenue  comme  cas 
spécial  dans  notre  résultat  général;  ce  qui  devient  évident  par la 
substitution  de  la loi  de  Po  i s eu i Il e : 
et  de  la  loi  d'O hm: 
l 
R2n(V2- Vl ) 
Il  =  l 
dans  (16),  d'où  résulte  l'équation  de  Helmholtz: 
Ti  - Ta 8 (V 2  - Vi)  . 
(17)  Pl - P2 = -4n - R~  . 
Remarquons aussi que les mesures de W i e cl e 111 a n n et ]'  r e und 
sont  en  accord parfait  avec  la  formule  (15).  Elles  ont  démontré, 
en  effet;  la  proportionnalité  du  courant  mécanique  au courant  élec-
trique  indépendamment  de  l'épaisseur  ou  de  la  surface  du  dia-
phragme;  la dépendance de Il est  aussi  connrmée approximativement 
pour des  solutions de concentrations  différentes.  On ne peut pas s'at-
tendre  à  rencontrer une  preuve tout  à  fait  exacte,  puisque  Ti - cpa 
aussi  dépend  de  la  concentration. 
D'autre  part, "la  pression  électroosmotique  est,  d'après  les  expé-
riences  de  W i e de man n 1),  proportionnelle  à  I~  d,  [01.1  d =  épais-
1)  Voir  aussi  l'erescbin,  Wied.  Ann.  32  p.  33il  (188i). 191 
seur,  Q =  surface du diaphragme],  ce qui résulte aussi de la formule 
(16),  en  considérant  que la constante  C (déûnie plus haut)  doit  être 
proportionnelle,  pour  des diaphragmes à structure homogène,  à  ~. 
§  8.  Mais  il  y  a  un  troisième  phénomène,  outre  ceux-ci,  qui 
est  embrassé  par  notre  théorie:  celui  du  transport  électrique  cles 
petites  particules  suspendues  clans  un  liquide,  phénomène  étudié 
surtout par Qui n c k e 2). 
Imaginons une  sphère  isolante,  plongée  dans  un  liquide,  sous 
l'influence  d'un  champ  électrique homogène.  En acceptant 'la direc-
tion  de  celui-ci  comme  axe  d'un  système  de  coordonnées  polaires, 
nous  aurons  l'oxpression  suivante du  potentiel  extérieur  (f): 
(f)=-CX(1 +_(ts-;-)=_ccos8rr+  a
3
].  (18) 
21'3  2'1'2 
Donc,  si  la  sphère  était  fixe,  elle  produirait  d'après  (13)  un  mou-
vement potentiel  du liquide environnant  dans la direction des lignes 
de  force;  la  vitesse  à  grande  distance  aurait  la valeur  'constante 
m.- CP. 
tt =7_' -- c. 
4n!~ 
(19) 
Mais  si  nous  la supposons  mobile,  dans  un  liquide  sans  mou-
vement,  il est  évident  qu'elle  sera  poussée  avec  cette  vitesse  dans 
la direction  de  la  cathode  vers  l'anode.  POUl'  donner  une  idée  de 
la  valeur  de  cette vitesse,  qui  est  indépendante  des  dimensions  de 
la sphère,  supposons: 
cP, - cpa =  2 Volt,  lU =0'018, 
ce  qUl  donne 
u  .  0'000093 cm . 
sec 
C'e~t justoment l'ordre  des  vitesses  des· ions  dans  l'électrolyse,  fait 
curieux,  qui  pourrait suggérer  des  spéculations  d'ailleurs hasardées. 
Les mesures  de  Qui n c k e  mettent  en  évidence  la  proportion-
nalité  de  u  avec  la  force  électromotrice,  mais  il  est  à  regretter 
qu'on  n'y  trouve pas  toutes  les  données  nécessaires  à  une  compa-
2)  Wiedem.  Ann.  113  p.  546  (1861). 
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raison  complète  avec  les.  expériences. Toutes les substances étudiées 
pal'  ce  physicien  se  mouvaient  vers l'anode dans l'eau,  pendant que 
dans l'huile  de  thérébenthine  le  sens  du  mouvement  était,  pour la 
plupart,  l'inverse  (c'est  à  dire  que  la  différence  CPi - CP.  avait  le 
signe  contraire).  En  outre,  il y  avait cette singularité dans des tubes 
étroits  que  (l'intensité  du  courant  dans  l'eau  étant  très  petite)  les 
particules  situées  dans  la  proximité  des  parois  avaient  un mouve-
ment inverse  qui  faisait  place  cependant  au  mouvement  régulier 
lorsq  ue  le  courant  augmentait.  Le  premier  fait  est  explieable  par 
la  circonstance  que,  dl\l1 s  des  tubes  étroi  ta,  il y  a  (d'après  §  6 (3) 
un courant du  liquide  dirigé  vers  la  cathode  près  des  parois,  vers 
l'anode  dans  l'axe  du tube,  courants  qui  s'ajoutent  au  mouvement 
propre  des  particules.  Oeci  donnera  lieu,  en  outre,  à  des  mouve-
ments  rotatoires  qui,  en  effet,  ont  été  observés  pal'  Qui  n c k e. 
Mais  la réversion  du  mouvement  pal'  augmentation  du  courant ne 
peut  être  expliquée  ni  pal'  notre  calcul,  ni de  la manière indiquée 
par Qui  ne  k e  (loc.  cit.).  Elle  semble  dépendre  de  facteurs  secon-
daires,  négligés  dans  ce  calcul,  ou  d'autres  phénomènes  qui  se ma-
nifestent  dans  des  rotations  des  corps  mauvais  conducteurs dans le 
champ  électrique 1).  . 
Dans ces  dernières  années,  des  observations  nombreuses  ont été 
faites  sur  ce  transport  électrique,  à  propos  des  recherches  sur  les 
milieux  troubles,  émulsions,  solutions  colloïdales  etc.  S p ring  2) 
a  énuméré les  difficultés à vaincre pour  obtenir une pureté parfaite 
des  solutions  (solutions  optiquement vides);  il  trouve  que  la puri-
fication  pal'  un  courant  électrique  en  est  le  meilleur  moyen. 
§  9.  Passons  maintenant  à la tbeorie du phénomène  inverse;  les 
courants diaphragmatiques.  Nous nous bornerons, comme auparavant, 
à  une  première  approximation:  en  négligeant  cette  fois  la réaction 
du  champ  électrique  produit  pal'  le  mouvement,  sur  celui-ci  ..  Le 
calcul sera basé sur l'  éq uation  fondamentale  des  courants  station-
naires  qui  exige  dans  ce  cus  que  l'ensemble  des  courants  de  con-
vection  et  de  conductibilité ne  produise  pas  d'accumulation  d'élec-
tricité. 
1)  Quincke,  Wied.  Ann.  59  p.  417  (1896);  Schweidler,  Sitzgber.Wien. Aklld. 
106,  p.  626  (1857);  Heydweiller,  Wied.  Ann.  69  p.  521  (1899);  Graetz,  Drudes 
Ann.  1  p.  530  (1900) . 
.  2)  Bull.  de  HaIg.  (1899)  p.  174,  p.  300. 193 
Puisque le premier  terme  du  potentiel  total: 
U=cp+(f)+y 
ne produit pas  de  courant,  et que  le  second  est supposé  nul  dans 
ce  cas,  il ne  reste  que  V  pour  la  conduction;  de  sorte qu'on  aura, 
en  employant  les  symboles  vectoriels: 
div [! v V + ev] =  0  (20) 
QU  sous  la forme  explicite: 
1 J2 V -i- :  (e n) + :- (e v)  + :  (E  10)  ~  0 
(J  ClX'  Cly  CI z.  . 
ce  qUl  se  transforme,  grâce  à  l'équation  d'incompressibilité,  en 
[ 
ê'e'  de  de] 
L!2V=-(J u--+v-+w--. 
2x  2,11  dZ 
(21) 
Il en  résulte la  valeur de  V,  en  considérant  que le courant normal 
'1  f'  dl"  l  1 9 VI'  A  l  a  a  sur ace  e  ISO ateul' - -;;- (Olt  etre  nu : 
(J  Cln 
TT =.!:.-. (((  (J  [~t 2e ,+ v de + If) ?e] dw. 
4nJJJr  2x  2,11,  élz 
(22) 
L'expression  intégrée  ne  diffère  de  zéro  que  dans  la  couche 
superficielle;  nous  pouvons  donc  admettre  pour  élément  de  volume 
une  couche  de  surface  dS  et d'épaisseur  ds:  dw =  dS . ds,  et puis-
que  e varie  dans  la  direction  normale à la surface,  on  peut écrire: 
Pour des  points  situés  à  une  distanc,e  assez  grande en comparaison 
de  0,  l'intégrale  peut être  développée  (le  la  façon  suivante: 
TT =  - _l  v,. -- ds  (23)  .  (J  ~~dS'  de 
4n  r)'  2s 
,où  l'intégration  de  ds  peut. être  effectuée  par  opération  partielle 
dV~  répétée,  en  considérant  que  v~:  dS  deviennent  zéro  à  la  surface 
élcp  22g;, 
de  même  dS et  dS2  a  des  distances  supérieures  1t  0: 194 
Oonsidérons  maintenant l'équation  mécanique formée  d'après (5), 
mais  avec  (fj  égal  à  7.éro: 
(25) 
où  P  satisfait  à  l'équation  f12P =  0  et,  à  la surface  de  la  couche, 
se  transforme  d'une  façon  continue  en  la pression  hydraulique  of-
dinaire p.  Par  conséquent,  OIl  peut  considérer  P  comme  constant 
dans l'étendue de la cOl~che 0;  d'autre part:  en  négligeant les termes' 
plus  petits,  on  aura: 
",) 
A,)  _  ",-Vç 
Ll-V~ - -9{;2  . 
Donc,  la valeur  de  l'intégrale  (24)  sera: 
!:  9P(ii 9cp dt = p,-:- cp"  9P. 
ft  9~ Jo.9~  - ft  9~ 
Nous  aurons: 
(26) 
et par suite  de  .1 2 P =  0: 
cp, --- cp"  y = a--- P + con st.  41r;ft 
(27) 
Donc,  la  différence  du potentiel  en  deux  points  de  l'intérieur  du 
liquide  sera: 
(28)  V. 
.7  cp, - cp"  (  ) 
2  - rl =4:rcft  a  P2 -Pl' 
§  10.  Oette  formule  aussi  paraît ic1entiq)ue  avec  le résultat ana-
logue  de  Hel  m ho l t z,  avec  cette  différence  qu'elle  ne s'applique 
pas  seulement  aux  tubes  capillaires,  mais  à  des  vaisseaux  quel-
conques,  où  le liquide  est animé  d'un mouvement lent.  En effet,  les 
mesures  de  Qui  n c k e,  olt  la pression  et les  dimensions  des  dia-
phragmes  variaient,  ont  démontré  la  proportionnalité  de  la  force 
électromotrice  à  la  pression  active  et l'indépendance des  dimensions 
du  diaphragme.  La  relation  avec  a est  indiquée  pal'  l'observation 195 
que  l'addition  de  sels ou d'acides  diminuait de  beaucoup l'efl'et.l\'Iais 
les  conductibilités  n'ont  pas  été  mesurées,  ce  qui:  ne permet  pas 
d,  '1'  1  b  V.-V1  [  .  "  . utl Iser  es  nom  res -"--- p.  ex.  pour  le  soufre  dans  l'eau 
.  P2-Pl 
lO VoltJ  d';··  d  '-- pour  une  eterrnInatlOn  e  cp; - CP •• 
atm 
Remarquons  qu'on  ne  peut pas appliqüer les formules  (10),  (16) 
et (28)  au cas des mouvements  rapides  (p.  ex. pour des tubes larges), 
dans  lesquels  l'effet  de  l'inertie  (Yù  ~;;  etc.,  omis .dans(l) et  (25), 
est  sensible.  O'est  l'inertie  du liquide  qui  pourrait peut-être  expli-
quer  aussi  un phénomène  sing'ulier  d'asymétrie,  observé  par M.  O. 
Z a k r z e w ski  1),  avec  des  tubes  argentés  à  l'intérieur.  Oar  ce fait 
que  la différence  du  potentiel  entre la surface  argentée et une élec-
trode  située  auprès  du  bout  du tube capillaire,  changeait  en  valeur 
absolue,  lorsque  le  sens  du  courant  d'eau  était  inverti -' ce  phé-
nomène  ressemble  lt  l'asymétrie  du  mouvement  de  l'eau  dans  un 
cas  analogue,  la formation  d'un jet d'écoulement,  qui  est  causee  de 
même  pal'  l'inertie  elu  liqllide.  D'ailleurs,  ces  expériences  dépassent 
la portée  de  notre  théorie,  parce qu'on  ne  peut  pas  considérer  la 
surfaêe  argentée  comme  isolante. 
§  11.  Dans  le  §  1  nous  avons  mentionné  la  théorie  de  Lam b, 
rivale  de  celle  de Helmholtz.  La différence  consiste  en  ce  que 
Lam  b  n'accepte pas  le  principe  de  continuité  dans  la  double 
couche  électrique,  mais  qu'ü  la  considère  comme  un.  condensateur 
dont  les  lames,  à  une  distance  dl  sont  couvertes  d'une  densité  su-
perficielle:  (Y  =  cP~  -;;  ci~.  D'autre part,  au lieu  de  lavariabilité con" 
tinllE'  des  vitesses,  il  suppose  un glissement de  ces lames  avec  une 
vitesse  tt =  lX sous  l'influence  d'une  force  tangente  X  ['l~  dési-
l" 
gnant le  coefficient  de  glissement]. 
Ces  suppositions,  simplifiées  (et  un peu généralisées),  comparées 
à  celles  de  Hel  m h 0 lt  z,  lui  servent  de  fondement  à  des  calculs 
qui  mènent  à  des résultats presque identiques  avec (15),  (16) et (28), 
et qui en  diffèrent  seulement  en  ce  que  la  valeur  cp! - CPa  y  est 
1)  Bull  .. de  l'Acad.  de  Cracovie  (1900)  p.  224. 196 
,  l  '  , '  , 
remplàcée  par  'a  (CPi -,  cp,,).  La question  de  saVOlr  laquelle  de  ces 
hypothèses  est  la plus ,justifiée,  ne peut  être tranchée,  ni "a priori", 
ni  par  des  expériences  directes,'  puisqli.e  nous  ne  connaissons  ni 
k,  ni  (rpi - rp,,),  à  moins  qu' on  puisse  mesurer la différence  depo-:-
teùtielà l'aide.  d'u:neméthode  indépendante.  Mais  si  l'on, pouvait 
démontrer,  par  des  mesures  faites, sur  des  corps  divers"  que  les 
valt?Ul~s  considérées  par Hel m h olt z  comme  (rpi - cp"),  par Lam  b 
,  .. '  .  l'  .  ,,','  ,  ".,: 
comme  (rpi - rp,,)  d'  se ,rangent  dans  u~e série de  ten:s~Qn 1),  on  serait 
àlors  en  droit. d'accepter  un  tel  fait  cOlllmepr.euve  indirecte  de la 
thêofie  de  Helmholtz, puisque  eil  tout  cas  ~dèvrait!1VOiru~ca:.. 
ractère plutôt acc,identel. On aurait ,alors, pour déternlÎ.ner IÇt différenCE) , 
dn'potentiel  de contact entre ,de  mauvais conducteUl"s,  trois méthodes 
très  faciles,  à  appliquer,  puisque,  l'usage  de tubes, capillaires n'étant 
plus  indispensahle"  on  pourrait employer  ces substances  sous  forme 
de  diaphragmes  (commeQ u in  c k è).  Une  application  bien  intéresT 
sante  serait  la vérification"  de  l'hypothèse, énoncée par 00 ehn: qué 
le  potentiel  de  contact  entre  des  isolateurs  dépend' de  leurs  con~ 
stantes  diélectriques.:  . 
,§ 12.  Revenons  encore  à l'hypothèse,  mentionnée  au  commenCc:-
ment, "qui  tâche  d'expliquer  la st!1bilité  merveilleuse  de  ,certaines 
solutions  troubles  par  les  mêmes  forces  électriques.  D'après  cette 
hypothèse,  les  particules  suspendues' produiraient, en  tombant  des 
cOllrants,.  analogues à ceux  des  diaphragmes,  qui  empêcheraient leur 
mouvement ef retarc1ertüent la  sédiment~tion. En effet,  la sensibilité 
extrêmec1e  ces  solutions, pour  une  augmentl;l.tion  de  .conduct~vit~, 
produite  par  des  doses  minimes  de  sels  Ol~  d'acide:;;  - suffisant(3s 
pOUl'  précipiter la matière' suspendue - sembl~ 'prêter  appui  11  cette 
hypothèse.  N otl'e  théorie  ne  peut  pas  servir  à  un  calçul  exact d'un 
tel  phénomène,  puisque  nous  avons  négligé la  réaction  de  l'effet 
secondaire  sur la càuse primaire,  mais  on pourra du moins se relldre 
compte  de, l'ordre  des  gra'ndeursen  question.  Voici", comlUent  on 
peùt .raisonner::  .'. 
1)  C'est  iL  dire  que  p.  ex.  les  différences entre les valeurs pour l'eau et l'huile 
de  térébenthlne  en  contact avee  d'au~'es corps  seraient toujours  les  mêmes. 197 
a)  Le potentiel  V  [équation  (27)]  auprès  d'une  sphère  animée 
d'une  vitesse  c dans  le  liquide,  est proportionnel  il la pression  1): 
3  CIL ax 
p = 2  1'3  , 
(29) 
donc  v- CPi- CP.  3 ca ax_  8 (Pi- cp. ca acos e  - --in  2  1,3  - 2 -4-;;- --1'-2  -
La  composante  tangente  de  la  force  électrique 
9 V  CPi  - cp" 3 c a sin e 
9(ae)=-~  2 -az--









CPi- CPa)2 C  ax (- aS) 
~---- - 1 +  --
4n  !~a2  21'8 
(30) 
cOl'l'espondant,  pour  une  grande  distance,  à  la  vitesse  constante: 
1  _  (rpi - CP.) 
2  ca.  c  ---- - 4n  a2f~ , 
mais  comme  le liquide  ne  peut pas  traverser les parois du vaisseau 
fermé,  à  sa  place  une  pression  électrosmotique  prendra  naissance: 
3  I~ax 
P=2 c --;ïl' 
dans  la  direction  opposée  au  mouvement  primaire.  Les  forces  ré-
sultantes  satisferont  à  la  condition  cl'équilibre: 
[  ( CP  - (P)2  a l  4a
3n 
6n!LaC J+  ~4n'  a2fL  =g((/-~)-3-'  (31) 
--(3)  Considérons  quelle  sera  l'énergie  W dissipée  par  le  courant 
électrique  correspondant  à  V.  La formule  générale 
') Voir p.  ex.  Lamb,  Hydrodynamics  p.  532. 198 
donne  la  valeur: 
(32) 
Puisque  cette  énergie  est  produite  aux  dépens  de  l'énergie  méca-
nique,  il  faut  ajouter une  force  convenable  à  la résistance  de fric-
tion  an  /-ta c.  Il en résulte la-inême  équation  que  plus  haut. 
L'expression 
It =f{JI- ({J. Va 
4n  n 
détermine  la petitesse  des  particules.  En  y  substituant  pour  l'eau 
a= 109 [Hg= 1] =  1-17.10-7  [Co  G.  S.I 
({Ji  - cpa = 2  Volt = D~O [Co  G.  S.], 
on  aura:  a =  10-6  cm.  Donc  cette  théorie  n'explique  pas la  i:ltabi-
lité  des  solutions  troubles  lorsque  les  particules  sont  de  grandeur 
plus  considérable,  p.  ex.  de  grandeur microscopique;  pour  des  par-
ticules  de  dimensions  si  petites  que  ci-dessus,  au  contraire, la vis-
cosité  elle-même  suffit  à  expliquer  l'extrême  petitesse  des vitesses; 
on  a: 
2 a2g  . 
(; =  - - (0 - 0') =  10-8 cm  [pour  0 -- 0' =  1]  .Q/-t  ~  ~  'i'i_ 
c'est-à-dire. que  les  particules  ne  s'abaisseront' durant  une  année 
que  d'un  centimètre.  llépaisseur  de  la  couche  électrique' d . n'est 
peut-être  pas  négligeable  devant  de  telles  dimensions;  mais  en tout 
cas,  ce  raisonnement paraît  démontrer  que  l'hypothèse  mentionnée 
est insuffisante. 
§  13.  Notons  encore  un  détail' qui  n'a pas  été  observé jusqu'à 
présent:  de  même  qu'au  §  12, b on pouvait  conclure  de  l'augmen-
tation  de' l'énergie  dissipée,  par  le  courant  diaphragmatique,  un 
agrandissement  correspondant  de  la  résistance  mécanique,  de  la 
même  manière  on  peut  conclure  (en  se  basant  sur  la  dissipation 
de l'énergie mécanique)  que l'intensité du courant électrique augmen-
te  par  suite  de  l'endosmose  électrique.  _Cette' conelusion  est  mise 
en évidence par .la  consic1ér'atidn  chi.  méc,anismè' ele  ce  phénomène, 
qui  consiste  dans  la production  d'un  courant  électrique  de  convec-
tion  dans  les  couches  superfieielles.  Nous . avons  l'intention  c1e,con-199 
sacrer  une étude  spéciale  à  ce  phénomène,  qui  peut jouer un  rôle 
important  clans  les  mauvais  conducteurl:\. 
§  14.  La portée  de  ces  phénomènes  n'est  pas  restreinte aux cas 
rliscutés  plus  haut;  mentionnons  encore  quelques  sujets  qui  mérite-
raient  d'être  soumis  à  une  étude expérimentale. 
D'abord  c'est  l'électrisation  par friction,  dont  nous  voyons ici le 
mécanisme  dans  le  cas  le  plus  simple;  cette  remarque  a  déjù.  été 
faite  par li  el  m h 0 l h. Il est probable que  l'explication d'autres cas, 
p.  ex.  du  frottement  des  corps  solides  sera  analogue.  Ces  théories 
s'appliquent  aussi  aux  g'az:  d'après  Qui  n c k e,  de  petites  bulles 
d'ail',  d'hydrogène  etc.  srmt  conduites  vers  l'anode.  Il est  probable 
que. le  phénomène  inverse  est  présenté  par  l'électricité  des  chutes 
d'eau  [d'après Lenarcl]1) et par la méthode  cIe  Kelvin 2)  d'élec-
triser  l'air  en le faisant  passer  en  bulles par l'eau.  L'air peut jouer 
aussi  le  rôle  de fluide conducteur,  comme  dans les tubes Ge  i s sIe r 
et  CI'O 0 k es; dans  ce  cas,  on  devrait trouver  le phénomène  de  la 
pression  électroosmotique:  une  différence  de  pression  entre la ca-
thode  et l'anode,  qui pourrait  être mise  en  évidence,  lorsqu'il s'agit 
de  raréfactions  très  grandes 3).  D'autre part, il y a  des  phénomènes 
analogues  au transport  électrique,  comme  l'épuration  de  l'air  des 
poussières, fumées etc.,  par cles décharges éleC',triques,  qui manifestent 
une  polarité  marquée. 
1)  Wiedem.  Ann.  46  p.  584 (1892). 
2)  Proceeding's  Hoy.  SoP.  57  p.  335  (1895). 
S)  Des  observations  pareilles  ont  été  faites  p.  ex.  par  Séguy,  Comptes  Hen-
dus  127,  p.  385  (1898). 200 
15.  PUBLICA'l'IONS  DE  LA  CLASSE. 
Le Secrétaire  dépose  sur le  bureau  les  dernières  publications 
de  la  Classe: 
M.  Fe der  0 w ski.  "Lud biaIoruski  na l{usi  Litewskiej".  MateryaIy  do  etnografii 
slowianskiej  zgroma!:zone  w'Iatach 1877-1894.  Tom  II.  Balmie,  powiesei 
i  podania  Iudu  z  okolie  Wolkowyska,  81onima,  Lidy,  Nowogrodka  i  80-
k61ki.  az~Sé II. 'l'radyeye  historyczno-miejseowe,  oraz  powiesci  obyezajowo-
moraine.  (Les  Blancs-Ruthènes  do  lct  Ruthénie  Zitlmanienne;  Cont1ibution 
à  l'Ethnographie  Slave.  Résultats  de  recherches  effectuées  en  1877-1894. 
Second  Volume,  deuxième  partie).  8'0,  p.  314. 
Katalog literatury naukowej  pol skie  j,  wydawany  przez KomisYIi  biblio-
graficzn!}  WydziaIu  matematyczno - przyrodniczego  Akademii  Umiej~tnosei. 
Tom IL  Hok  1903,  zeszyt  III.  (Catalogue  of Polish  Scientific  Litera.tul'e, 
vol.  IL, fasc.  III.  1903).  8-0,  str.  47--65. 
Nakladem  Akademii  Umiej~tnosei. 
Pod  redakcy~ 
Czlonka  delegowanego  WydziaJ'u  matem.-przyr.,  Dra Wladyslawa Natansona. 
Krak6w,  190a.  - Drukarnia Uniwersytetu Jagielloriskiego,  pod  zarzltdem  J.  Filipowskiego. 
29  K  wietnia 1903. 